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1.= INTRODUCCION

o En 1933, el matemaéatico ruso

. . ProbabilidadaxiomaticaEn la definicionaxiomaticade la probabilidadho se
AndreyNikolaevich

establecda forma explicitade calcularlas probabilidadesino Unicamentese
Kolmogoroy(19031987) proponenas reglasqueel calculode probabilidadedebesatisfacer
propone ciertos axiomas que

a la postre resultaron
adecuados para la
construccion de la teoria de
la probabilidad.

o Esta teoria prevalece hoy en
dia y ha adquirido el
calificativo deeoria clasica.
Su importancia es la utilidad
para resolver problemas
puramente matematicos, ;
pero principalmente, para A. N. Kolmogorov
modelar situaciones donde el
azar es relevante

Axiomas de la probabilidad

La probabilidad de cualquier evento
1. P(A) > 0. aleatorioAl Wesun real finito no negativo

La probabilidad de ocurrenciade los sucesos
2. P(Q) = 1. elementalesVes1

3. P(AUB) = P(A) + P(B), Laprobabilidadde la unién

de sucesosdisjuntos es la

cuando AN B = @ suma de sus respectivas
" probabilidades




Life Is just a long random walk



CONJUNTOS

UNION DE CONJUNTOS. Sean A y B dos subconjuntos cualesquiera del conjunto universal. La
union de A y B, expresada por A U B, es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A o
pertenecen a B.

AuUuB={x|xeAox e B}

INTERSECCION DE CONJUNTOS. Sean A y B dos conjuntos cualesquiera del conjunto
universal. La interseccion de A y B, expresada por A " B, es el conjunto de todos los elementos que
pertenecen a A y a B simultdneamente, es decir:

ANnB={x|xeAyx eB}

DIFERENCIA DE CONJUNTOS O COMPLEMENTO RELATIVO. Sean A y B dos conjuntos
cualesquiera del conjunto universal. La diferencia o complemento relativo de B con respecto a A, es
el conjunto de los elementos que pertenecen a A, pero no pertenecen a B.

A-B={x|xe A x ¢ B}
Nota: A-B#B-A

COMPLEMENTO ABSOLUTO O SIMPLEMENTE COMPLEMENTO. Sea A un subconjunto
cualesquiera del conjunto universal. El complemento de A es el conjunto de elementos que
perteneciendo al universo y no pertenecen al conjunto A, denotado por A’ o A°.

A'={x|xel, x¢gA}
Nota: A’=U - A



AUB AnB A-B

RELACIONES ENTRE CONJUNTOS

IGUALDAD DE CONJUNTOS

Considerando el conjunto A y el conjunto B, si ambos tienen los mismos elementos, es decir, si cada elemento gt
pertenece aAtambién pertenece a B y si cada elemento que pertenegeeat@ecetambiena A

A=B
SUBCONJUNTO
Si todo elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, entonces se dice que A es un

subconjunto de B. Esto se representa medianfe= B



LEYES DE CONJUNTOS

DE IDEMPOTENCIA DE INVOLUCION

AUA=A AN A=A (A’ =A

ASOCIATIVA DE COMPLEMENTO

AuB) UC=AUuUBUC) AUuA'=U AN A=

(AnB) nC=ANn(BNOC U= &=U
CONMUTATIVA D’MORGAN

AUB=BUA AnNnB=BnA AuB)’=A"NnP ANnBY=A"UB’
DISTRIBUTIVA

AUUBNO)=(AuB) (AU
ANn(BuO)=AnBUANO
DE IDENTIDAD

Au U=1U AnNnU=A
Au D = A AND=0



Propiedad distributva ANBUC)=ANBUMANC)

(@) Shaded region: BU C

b)AN((BUC)
C C
c)ANB @) ANC




0 Unexperimenteesel procesgor mediodelcualsehacenobservaciones

0 Elespaciamuestraasociadaonun experimentoesel conjuntoformadopor todoslosposibles
puntosmuestralesUn espacianuestralo conjuntouniversosedenotapor S

o Cuandose realizaun experimento,se puede obtener uno o masresultadosque se llaman
eventos Uneventoen un espaciade puntosmuestralesesdecir,esun subconjuntade S

Sea urexperimentdanzar un dado honesto para anotar el niumero de la

cara resultante, co8= {1, 2, 3, 4, 5, 6fventosde interéspodrianser

a) Quecaigal
b) Queel nimeroseaimpar

Sea urexperimentopara determinar el conjunto de personas que esperan en el

andén de una estacion del metro. Algusegntosde interés podrian ser:

a) Que haya exactamente 240 personas.

b) Que hayamas de 200 personas.
c) El nimero de personas gue esperan sea de entre 240y 780.



Algunas propiedades de la probabilidad

a) P(A°) =1 — P(A).
b) P(0) = 0.

c) S1 AC B, entonces P(A) < P(B).

d) Si A C B, entonces P(B — A) = P(B) — P(A).

e) 0< P(A) < 1.

f) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

¢) P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(ANB) — P(ANC) P[

h) P(AB)= P(A) P(A/EB)

—P(BNnC)+ P(AnBNC).

A

P(A) ~ P(ANB)

F

A

k=1



EVENTOEMUTUAMENTEXCLUYENTES

A Llamadogambiéndisjuntoso ajenos / \
A Parados eventos A y B, la ocurrenciade uno excluyela & %
ocurrenciadel otro. 7 \

A Notienenelementosencomun A&AB=A.

Ejemplo 1:Sean A v B eventos ajenos tales que P(B) = 0.3 v P(A N B°) = 0.2.
Compruebe que P(A U B) = 0.5. .
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EVENTOS INDEPENDIENTES:
A Cuando la ocurrencia o no ocurrencia de un eventafectda ocurrenciadel otro

eventa
A Los eventod yiBson independientes si  P(A/EB) = P(A) P(B)
A Los eventod, B,.Gon independientes si se cumplen

o PAEBAC)=P(A) P@B)P(OC),

o {A, B} somdependientesasicomo{A, C}y {B, C}.

Ejemp2.- En una caja hay 5 libros de Arte, 3 de Quimica y 4 Comics. Aleatoriamente se
extrae un libro, se anota su tipo yregresaa la caja.

Al consideraindependencian la selecciorde libros

¢.cudl es la probabilidad de que al extraer 3 librdferma consecutivdos 3seanComics?



EVENTOS DEPENDIENTES:
Si los eventos A yeBtan relacionadode tal modo que la ocurrencia del8pendede la
ocurrencia de A. Regla del producto

o P(AZAB)=P(A B)=P@B/A)PA), vy

o P(BAEA)=PB,A) =P(A/B)P(B)

Ejemp3.- En una caja hay 5 libros de Arte, 3 de Quimica y 4 Comics.
Si se extraen al azar 2 librosferma consecutiva y sin reemplazo.

Sin considerar independencia,
¢, Cual es la probabilidad de que ambos sean Comics?



Ejemplod:

Enlafabricacionde circuitosintegradosresultanalgunosdefectos
A el5%delaproduccionno llevaimpresoel logotipoa color,

A el 7%tiene incompletoel logotipo,

A el 2%tiene ambosdefectos

Considerdoseventos A={circuitocondefectode color},y B={circuitoconlogotipoincompleto}
Siseelije un circuitoal azar,Cualesla probabilidadde que

a) Tengaal menosuno de losdefectos

b) Tengasoloel defectoA

c) Tengasolounode entre losdosdefectos

d) Notengadefectos



INDEPENDENCIA'Y EXCLUSIVIDAD

Ejemplo 6:
Sean losodosA, B, C y D de una red de comunicaciones, ctinéas de enlacel, L2, L3y L4.

A La probabilidad de disponibilidad de cada enlaq¥lgs p.
A Para enviar un mensaje dea® se dispone ddosposibles trayectorias, T1 Y T2.

A Considermdependencian la disponibilidad de cada enlace.
A Hayindependenciantre T1y T2.

v
L2

L3

L4

¢, Cual es la probabilidad de que la red esté disponible para enviar un mensaje en un
instante dado? P(A- D)="7?
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BAYES

Si los eventos Al, A2, A3, An, definen a un conjunto univery si estos eventos Aon mutuamente
excluyentes ( su union & Sea B otro evento, tal que:

/ Z
Q /\
R

B=SnB=(A; U Ayu A3 . UA,) "B
PB)=P(A;1 nB) + P(A2nB) + P(A3B) + ... + P(Ap, N B)

Luego por la regla de multiplicacion:

P(B) = P(A;) P(B/A;) + P(A;) P(B/A;) + P(A3) P(B/Aj) ... P(A,) P(B/A,)

Sit Ay, Az, A3, ..., Ay es una particion de S, y B es cualquier evento. Entonces para cualquier i,

P(A; P(B/A;)
P(A;)P(B/A;)+ P(A,)P(B/Ay) +...+P(A,)P(B/A,)

P(Ai B) -

Es decir:
P(A;)P(B/A;)

P(Ai B) -
> P(A;)P(B/A;)

15



PROBABILIDAD TOTAL

Si los sucesos Ay, Ao, ..., A,, constituyen un particién del €2, tal que P(A;) > 0, Vi, tendre-

n
)

mos que cualquier suceso B podra particionarse de la forma, B = UL, B M A; y tratandose de
una unién disjunta podremos escribir

P(B) = Z P(BN A;) = z P(B|A;)P(A;).
g=] s=1]

Este resultado se conoce con el nombre de teorema de la probabilidad total.

Ejemplo 7:
Una gran poblacion se divide entre quienes son alumnos (A) y quienes no lo
son (A ). Sean lpsobabilidades conjuntas

P(AG) | Con gripa (G)Si gripa( )

Alumno (A) 0.5 0.2
No alumno (A) 0.1 0.2
Determina:
a) P(AEG)

b) P(A) y P(G)
c) ¢Son Ay G eventos independientes?

16



Bayes

a P(A £B

_P(BIA)P(A) _P(BA)R(A)
AR 7Y

17



Ejemps8.Desarrola las siguientes expresiones
a) P(BAEA=?

b) PCAEBAEA=?

c) P(DACABAA=?

d PIAQ|B]=7?



Ejemp8.- Se tienen dos cajas que contiersgnartphonesen la proporcion siguiente
I cajon

Iphone 3 - )

Samsung 2 - 10

Total 5 - 15

Se arroja una moneda.

0 Si se obtiend@guilase extrae aleatoriamente un teléfono deefga A
0 Sise obtiensolse extrae un teléfono de &Gaja B

Dado que
o RARYRAOI St Sdpfoi@2 aSEGNI SN dzy
0 AyBindican los eventos escogeaja Ay caja B
respectivamente.
Determinala probabilidadie extraemn Iphoneen los siguientes

casos:
a) Caso de una moneda honesta;
b) Cuando P(aguila)=0.2 y P(sol)=0.8;
c) Al emplear una moneda honesta, ¢ Cual es la probabilidad
de seleccionar la cajadado quese ha extraido un
teléfono R

19



Ejemplo-9:
En una gran poblacion cagual distribuciomle mujeres y hombres,
AEl 4% de los hombres tiene astigmatismo (la probabilidad de padecer
astigmatismo es de 0.04 en los hombres)
AEl 1% de la mujeres tiene astigmatismo (la probabilidad de padecer astigmatismo
es de 0.01 en las mujeres)
Sean los eventos
M={mujer),
H={hombre}, y
D={la persona padece de astigmatismoj}.
Si una persona es elegida aleatoriamente, determina
a) La probabilidad de que padezca astigmatismo, dado que se ha escogido a una
mujer.
b) P(H) y P(M)
c) La probabilidad de que padezca astigmatismo



BAYES

Ejempl0-

Laprobabilidadde que un alumnoestudieparaun examenesde 0.2.
Dadogue el alumnoha estudiadola probabilidadde que apruebeesde 0.8, y sino estudiala probabilidadde que
apruebeesde 0.5.

Sean los eventos

E={El alumno ha estudiado),

E={El alumno no ha estudia},

A={Aprobar el examen}.

Determina

a)PANE)

b) La probabilidad de que el alumno apruebe el examen

¢) Dado que el alumno aprobd el examen, ; Cual es la probabilidad de que haya estudiado?

21



Ejemplo111r Prebabilidad condicionaby conjunta

En un aeropuerto, la probabilidad

A De que un avién de linea econémica despegue a tiempo es de 0.83,
A De que llegue a tiempo es de 0.82, y

A De que despegue y que ademas llegue a tiempo es de 0.78.
Sean los eventos

D= {despegar a tiempo}

A= {llegar a tiemgo

Determina la probabilidad de que el avion:

a) Llegue a tiempo, dado que despegd a tiempo.

b) Haya despegado a tiempo, dado que llego a tiempo



Ejemplo!13.

En una ciudad que tiene igual numero de personas que trabajan en sectores de administracion, comercio, salud y
servicio municipal, se encontrdé que son mujeres el 35 % de los administrativos, el 25 % de los comerciantes, el 20
% del servicio de salud y el

Sean los eventos:

A={Administrativo}, B={Comercio}
C={Salud}, D={Servicio municipal}
M= {Muijer}, M= {Hombre}
Determina
a) P(A), P(B), P(C)y P(D)
b) PM|A), P(M|B)
c) Laprobabilidad de que una persona escogida aleatoriamente sea mujer
d) La probabilidad que una mujer escogida al azar, sea administrativa
)

D

La probabilidad que una persona escogida aleatoriamente, sea hombre

23



2.- VARIABLE ALEATORIA

Sea la variable aleatoria X, se define a la funcion de distribucion de prolda@gicgdrgzino
parai ~ <x<~ ,siendo F(X) una funcibn mondtona no decreciente.

Toda funcioén de distribucion F(x) satisface las siguientes propiedades
a) 0 < F(x) <1.

b) lim F(x)=1.

r—00

¢c) lim F(x)=0.

Ir——00

d) Si z1 < 29, entonces F(x1) < F(x2).

e) Sixq < xg, entonces P(x; < X < xo) = F(xg) — F(x1).

24



f(y)
Para calcular P¢Y)=F(y):

g dF(y)
F(y) = t) dt —
(¥) f S0 === m\
y y
Propiedades de una funcion de densidad :
1. f(y)=0paratoda y, —o0o <y <o0
2[5, f(y)dy=1.
Probabilidad en un rango:
f)

Pla<Y <b)=P(Y <b)— P(Y <a)

b
= F(b) — F(a) :[ Jf(y)dy

b
P(aSYSb)Zf J(y) dy

T~ 0 a p b

25



Ejemp20.-Dada la funcion de densidadntinuaf(y) determina el
valor dec para elcualf(y) es unduncionde densidad valida.

ﬂ@—fmﬂﬂw—l

2 Cy3 : 8
[o- 5T

f(y)

cy’, 0¢Cy ¢2

{0, caso contraoi

26



VALOR ESPERADO, MEDIA O ESPERANZA
El valor esperado se usa como una medida de agrupamiento o de tendencial central de una distribuci
probabilidad de una.a.

Sea X una v.a con funcién de probabilidad o funcion de densidad f(x). Sea g(X) una funcién de

la v.a X . El valor esperado de X . simbolizado por (X)) es:

Z hix) - f(x) s1 X es una v.a discreta
Elg(X)] =

/ hix)- f(x)dx s1 X es una v.a continua
N B

27



MOMENTOS

Respecto al origen

Respecto a la media

E(X-n) — ¢

E[(X —p)"] =

9

28



1) Sig(X) = X . entonces se esta calculando la esperanza de lav.a X

' Z z- J(z) si X es una v.a discreta
/ x- f(xr)dx si X es una v.a continua
E(X)=upu

2) Sig(z) = (X — p)* . entonces E[g(x)] se llama varianza de la v.a X y se simboliza como o2

§

Z (X — p)?- f(z) si X es una v.a discreta
UzzE[g(X)]:< $+oc .

/ (X — p)* - f(z)dz si X esunav.a continua
\ —

o0

o = y/Var(X) se conoce como desviacion estandar.

o mide la dispersion de los valores de la v.a X con respecto a su media ()




Propiedades de la esperanza
SeaX una v.a,una constante, entonces

02 = E(X — p)°
= E(X? - 2Xu + u?
) — E(2Xp) +E(/t )
) — 2uE(X) + p? pero E(X) = pu
) — 2B(X)E(X) + [E(X)?
) — [E(X))*

I | ||
SREORGRG!

(X2
(X2
(X?
(X2

Luego, Var(X) = o = E(X?) — [E(X)]?
Asi,

Z . f(z) — [Z X f(r)] ) si X es una v.a discreta
Var(X)={ * e

2

+00 +00
/ z? - f(zx) — [/ x - f(:r)] si X es una v.a continua
\ o0

oo

30



Sean X Ydos variables aleatorias, y se@na constante. Entonces

31



Ejemp 21 Caso continuo
Seandosv.aXeY, determina E[X +Y]

Ejemp 22:Cascacontinuo

Sea la variable aleatoria continua X con funcion de densidad fixE  LJ- NJ nX E XmMd 5
a) la esperanza de X.

b) Var[X]

b) Var(X) = /X (x — E(X))? f(x) dx

1
= / (z —2/3)*2x da
J 0

1
- / (22% — 82% /3 + 8x/9) dx

Jo
. 4 5 3 2 1
= (a /2—(‘).) /Q—I——l.r /9)‘“

= 1/18.
32



Ejemplo 23Caso variable discreta

Se lanza una moneda tres veces, si las tres veces aparece Aguila o las tres veces aparece Sol, un jugador gana $5,
si no es asi pierde $3. Sééav.a que denotada gananciael jugador.

¢,Cual es el valor esperado de este juego?

S={AAA, AAS, ASA, ASS, SAA, SAS, SSA, SSS}

Px(X) 2/8 6/8 E(X)= Exkpx () X: discrete
k

1 3
E(X)=O(Z) —3(Z> = —1

33



Ejemplo 24Caso discreto
En una agencia de teléfonos celulares, tres modelos de teléfonos suelen ser vendidos en nimero de 20,

22, diariamente, con probabilidades de seleccion de 0.3, 0.5y 0.2, respectivamente.
SeaX lav.a.que representa las ventas diarias de los modelos de teléfdades datos anteriores se tiene la

siguiente tabla:

X 20 21 22
px) 0.3 05 0.2

En un dia cualquiera y respecto a la cantidad de teléfonos
vendidos:

a) ¢ Cual es la media?

b) ¢ Cudl es la varianza? a) E(X)= Exkpx(xk)

E(X) = (20)(0, 3) + (21)(0,5) + (22)(0,2)
E(X)=20,9

b) Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
E(X?) = (400)(0.3) + (441)(0.5) + (484)(0.2)
E(X?) = 437.3

Var(X) = 437,3 — 436,81
Var(X) = 0.49

34



Ejemplo 25: Caso continuo
Sea X unav.a.con media 5 yvarianza9 . Paralava. Y = % (X —5), determina:

a) El valor esperado
b) La varianza de Y

b)
Var(c X) = ¢ Var(X)
Var(X + ¢) = Var(X)

35



Ejemplo 26:
SeaX una v.a con la funcién de densidad:

2-1x 2
fF)=1 3

|
I

0, Caso contrari
Determina:
a) E[X]
b) X[ g(X) ], siendo g(X)= 4X+3

a) E(X) = / = 1" b)
i
i & ..l
E(X)=3-=X"
3 27 |,
15
E(X)= 3

36



3.= FUnciones de densicaal

FUNCION UNIFORME DISCRETA

S1 la variable aleatoria X asume valores de Xj, X3, ..., Xk con iguales probabilidades, entonces la
distribucion uniforme es:

k
' 2
, I (x; — 1)
T(X,k) = E GE — 1=1
k
P(x) & La distribucioin de probabilidad del lanzamiento de un dado es:

S=1{1.2,3.4.5,6)

> 1
X1 X2 Xk Px=12,..6)= E
1+2+3+4+5+6
K = =35
2% 6
o = iz
k 1-35)% +(2-35)% +...+(6-3.6)°
52 ( )"+ ( 6) ( )" 501

37



FUNCION UNIFORME CONTINUA

X~U[a, b]

fz)

E[X]= (a+b)/2
Var[X]= (ay/12

| S si x € (a,b),

0 otro caso.

0 six < a,
(x—a)/(b—a) sia<z<b,
1 six > b.

38



FUNCION DE DENSIDAD UNIFGEONEINUA
Ejemplo 30UUna linea de autobuses, al concluir un estudio, considetasu@osumensude
combustible se expresa medianfenaman de densidad uniforme

£ 1 10000<x ¢5000
f (X) =1 40000

I 0,  Caso contrario
Donde es la v.aquerepresenta el consumo de combustiDetermina:
aEl valor esperado del consumo mensual.

b)La varianza del consumo mensual.
c) La probabilidadad@sumiun maximo de 40,000 litros.

d) La probabilidad de quertumcesté en el rango de 20,000 y 30,000 litros.

o 50.000 1
i x])— -J; ] (x)dx— 10__!:00 X 40,000 dx
1 > 50.000 O
=25 ooo[\' } :8 [so 000> — 10,0007 ]_ —= -[5%-1° ]——24—30 000
2 10.000
i x - 50,000 - 1
E[A ]::E,\ f(.\‘)d\‘:lo£m_\ 40‘0000’_\
1 _\‘3 50,000 lO_
T OOO[T},OM T +| 50.000% —10.000° ]_17 e =3 -1 ]— T -10°
Var[X|=E| X? |- (E[X :331-10“_9.103=%-108
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DISTRIBUCIONDRMAID GAUSSIANA
X~N(mgs? ‘

1
V2mo?

V.a. X con distribuciéon normalizstaralar:
1 _$2/2 e —
X~N©0): f(x)=—=c¢

V2r

b
Para calcular el &rea de la funcion de densidad noranfl 1 e—(y—u)z/(zaz) dy
correspondient®y a O Y évalum)la irtegrald/g boe/ 277

Esta integral no tiene forma cerrada de solucion, en consecuencia, su evaluacion requiere el uso de técnicas
integracion numéricas o de aproximacion por tablas.

o~ (x—n)? /207

X~Nms?: f(x) =

Sea X una variabl e al eat or i aEntoocas ladvariabte mleahbsne i - n
distribucién normalizadaestandar

X — i /aj 1 2
_ talque B(z) = P(Z<z)= — e /2
7 - alque O(x) (Z < x) N Qﬂe U
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Ejemplo 31:
En una universidad edadesle los profesores es uaaxXgque se distribugermalmenteon media de 50
afos y desviacion estandar de 5 afos.

a),Cual es la probabilidad que un profesor escogido aleators@aendgor de 45 af?os
b);, Qué porcentaje de los profesoresritem®0 y 52,5 aribs

c)¢,Cual es la probabilidad que un profesenteadd y 58 ainds

d)El 20 % de los profesores tienen uniafediad ax anos, ¢ Cual es esa edad?



) = = < : = x (.00 0.01 0.02 0.03 0.04 .05 0.06 0.07 0.08 0.09
B L E I o C umul atlve Dl S trl bUt —0.4 | 0.3446 0.3409 03372 03336 0.3300 0.3264 0.3228 0.3192 0.3156 0.3121
f h S d d N —0.3 | 0.3821 (.3783 03745 03707 03669 0.3632 0.3594 0.3557 0.3520 0.3483
o1 the tandar OTTY 0204207 04168 0.4129 04090 04052 04013 03974 03936 03897 0.3859
° . . —0.1 | 0.4602 0.4562 0.4522 04483 04443 04404 04364 04325 04286 0.4247
D 1S trlbu t10nNn —0.0 | 0.5000 0.4960 0.4920 04880 0.4840 0.4801 04761 0.4721 0.4681 0.4641
0.0 | 0.5000 05040 0.5080 05120 05160 0.5199 0.5239 053279 0.5319 0.5339
0.1 | 0.53308 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.53714 0.5753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 05987 0.6026 06064 06103 0.6141
B(x) 03| 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 06700 06736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 Q7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
0 0.6 | 0.7257 0.7201 0.7324 0.7357 0.7380 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 07673 07704 0.7734 07764 0.7794 0.7823 0.7852
X 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.8 | 0.7881 0.7210 0.7939 0.7967 07995 08023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
—3.4 | 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 09 | 0.8159 (.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
—3.3 | 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0004 0.0003
—3.2 | 0.0007 0.0007 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0006 0.0005 0.0005 0.0005 1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
—3.1 | 0.0010 0.0009 0.0009 0.0009 0.0008 0.0008 0.0008 0.0008 0.0007 0.0007 1.1 | 0.8643 0.80665 0.8686 08708 0.8729 0.8749 0.8770 08790 0.8810 0.8830
—3.0 | 0.0013 0.0013 0.0013 0.0012 0.0012 0.0011 0.0011 0.0011 0.0010 0.0010 1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
—2.9 | 0.0019 0.0018 0.0017 0.0017 0.0016 0.0016 0.0015 0.0015 0.0014 0.0014 1.3 109032 0.9019 09066 09082 09099 09115 09131 0.9147 05162 0.9177
—2.8 | 0.0026 0.0025 0.0024 0.0023 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0020 0.0019 1.4 109192 0.9207 09222 09236 09251 09265 0.9278 09292 09306 0.9319
:ZZ 888:; 8883;‘ 888:; 888}5 888:; 88828 88833 8832: 8833; 88832 1.5 | 09332 09345 09357 09370 0.9382 09394 09406 0.9418 09429 0.9441
—2.5| 00062 0.0060 00059 00057 00055 0.0054 0.0052 00051 0.0049 0.0048 1.6 109452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 09505 09515 0.9525 0.9535 0.9545
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9610 0.9625 0.9633
—2.4 | 0.0082 0.0080 0.0078 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0068 0.0066 0.0061 1.8 | 0.9641 0.9649 09656 09664 09671 09678 09686 0.9693 09699 0.9706
—2.3 | 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0094 0.0091 0.0089 0.0087 0.0084 19l09713 09719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 0.9767
—2210.0139 0.0136 0.0132 0.0129 0.0125 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110
—2.1]0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 0.0146 0.0143 20| 0.9772 09778 09783 09788 09793 09798 09803 0.9808 09812 0.9817
—2.0 ] 0.0228 0.0222 0.0217 0.0212 0.0207 0.0202 0.0197 0.0192 0.0188 0.0183 2.1 109821 09826 09830 09834 09838 09842 09846 0.9850 0.9854 0.9857
—1.9 | 0.0287 0.0281 0.0274 0.0268 0.0262 0.0256 0.0250 0.0244 0.0239 0.0233 2.2 (0.9861 0.98064 09868 0.9871 09875 09878 09881 0.9884 0.9887 0.9890
—1.8 | 0.0359 0.0352 0.0344 0.0336 0.0329 0.0322 0.0314 0.0307 0.0301 0.0294 2.3 | 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9%904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
—1.7 | 0.0446 0.0436 0.0427 0.0418 0.0409 0.0401 0.0392 0.0384 0.0375 0.0367 2.4 1 0.9918 0.9920 09922 0.9925 09927 09929 (0.9931 09932 (.9934 0.9936
—1.6 | 0.0548 0.0537 0.0526 0.0516 0.0505 0.0495 0.0485 0.0475 0.0465 0.0455
—1.5 | 0.0668 0.0655 0.0643 0.0630 0.0618 0.0606 0.0594 0.0582 0.0571 0.0559 2.5 ] 09938 0.9940 09941 09943 09945 09946 09948 09949 0.9951 g-ggz
2.6 1 09953 0.9955 0.9956 0.9957 (0.9959 09960 09961 0.9962 0.9963 .
—1.4 | 0.0808 0.0793 0.0778 0.0764 0.0749 0.0735 0.0722 0.0708 0.0694 0.0681
—1.3 | 0.0968 0.0951 0.0934 0.0918 0.0901 0.0885 0.0869 0.0853 0.0838 0.0823 27109965 0.9966 0.9967 09968 0.9969 0.9970 09971 0.9972 0.9973 0.9974
—12]0.1151 0.1131 0.1112 0.1093 0.1075 0.1056 0.1038 0.1020 0.1003 0.0985 2.8 10.9974 09975 0.9976 09977 0.9977 0.9978 09979 0.9979 0.9980 0.9981
—1.1 | 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0.1230 0.1210 0.1190 0.1170 2.9 0.9981 09982 09982 0.9983 0.9984 0.9984 09985 09985 0.9986 0.9986
—1.0| 0.1587 0.1562 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 0.1446 0.1423 0.1401 0.1379 30| 09987 09987 09987 009988 09988 00989 09989 0.9989 0.9990 ©0.9990
—0.9 | 0.1841 0.1814 0.1788 0.1762 0.1736 0.1711 0.1685 0.1660 0.1635 0.1611 3.1 | 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 09992 0.9992 (0.9992 0.9992 0.9993 0.9593
e . e e i e 3.2 109993 09993 09994 0.9994 0.9994 09994 09994 0.9995 0.9995 0.9995
—06 | 02743 02709 02676 0.2643 02611 02578 0.2546 02514 0.2483 0.2451 3.3 109995 0.9995 0.9995 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0.9996 0'9§§6 0.9597
—0.5 | 0.3085 0.3050 0.3015 0.2981 0.2946 02912 0.2877 0.2843 0.2810 0.2776 3.4 [ 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 0.9997 09997 09997 0.9997 0.9998




Ejemplo 32:

En un pais, la matricula de alumnos de escuelas primarias es una v.a. X con distribucion Gaussiana, cor
parametros m = 500 y desviacion estaridir. ; Cual es la probabilidad de que el numero de alumnos
Inscritos en una escuela elegida al azar sea?

a) entre 500 y 650. a) fix]
b) entre 450 y 600.
c) Maximo de 500.

44



Analisis Combinacional

A En muchos casos, mimero de observaciones o puntos de muestrain espacio de muestreo no es muy
grande, por lo que la enumeracion directa o el recuento de los puntos de muestra necesarios para obtener
probabilidades no es dificil.

A Sin embargo, surgen problemas cuando el recuento directo es practico. En tales casos sandiisis el
combinatorig el cual es una forma sofisticada de contar.

TreeDiagrams
If one thing can be accomplishedhirdifferent ways, and after this a second thing can be accomplished in

n, different ways, . .and finallykéh thing can be accomplishedripdifferent ways, then ak things can
be accomplisheih the specified order iin,) (L0 1Y) different ways



Ejemplo
Si unalumnotiene 2 camisas y dorbatas entoncessetienen(2) Y (4)= 8formasde escogemuna
camisa y unaorbata

Undiagramade arbokirveparamostraresteprincipio:
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Permutaciones

Un arreglordenadaler objetos distintos se denopegnautacion.

El nUmero de forma®dienano deescoge) nobjetos n
distintos tomados la vez, esta designado por la notaken:

6 nPr

Sin restitucion ;de cuantas formas r objetos pueden ser escogidos de entre un conjunto de n objetos?

0)
0)
)
0)
)
0)

Para escogel objeto: haynformas de escoger.
Para escoget objetos. hayn (n1) formas de escoger.

Para escogearobjetos: hayn(n1)...(nr+1)formas
La eleccion se realigm reemplazgsin restitucion
Elordende los arreglos es importantebces una permutaciodiferente debca (/\\

~

t 2NJ S2SYLX 22 flFa GO2YoAYyl OA2ySac¢

Entoncesel nimero de permutaciones deobjetos tomando a la vez

Pl=nn—1)(n-2)---(n—r+1)

P'=nn—1)(n—-2)---(n—r +1)

(n=r)! _

(n—r)!

| dzy OF yRI R

47



Ejemplo 33

¢, Cuantasermutacionese pueden obtener con las letras A, B, C, D, E, F, G, al tomar arreglos de
a) De 2 letras

b) De 3 letras
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Ejemplo 34
En un sorteo, los nombres de 3 empleados se obtienen seleccionando aleatoriasiente y
restitucion de una urna que contiene los nombres de 30 empleados. La persona cuyo nombre sea

sacado primero recibe $A y aquellos cuyos nombres se saquen en segundo y tercero recibiran $B y
$C, respectivamente. Determina:

a) nyr

b) Elnumero de arreglos ordenados que se pueden obtener en el sorteo.



Ejempla3s

Setienea 10personaparaseracomodad@nunafilaconcuatrasientas
Determina

anyr

b) Decuantasormasepodrianasignaloslugares



Ejempld3a

Un estudiante tiene un conjunto de libros, los cuales son todos diferentes:

4 de matematicas, 6 de Fisica y 2 de Quimica.

Si se desea colocarlos todos en UNA SOLA fila de un librero, de cuantas maneras diferentes se
podrian acomodar tal que:

a) Los libros de cada tema permanezcan juntos.

b) Solo los de matematicas queden juntos.



Combinaciones

El nimero dmmbinacionégn objetos tomadoa la vez es el nUmero de subconjuntos, cada uno de
tamano, que se pueden formar a partir delbgestos. Este nimero estara denotado por

)4

Cr O

n |

n\ _ en P’ n!
g ! A —r)!
r r! r'(n —r)!

A a eleccion es restitucion

/| orden para escoger a fazbjetos no es importante

/| orden del contenido de los subconjuntos no es imposgigesh bca.
Mos combinaciorses diferentes solo si los contenidos son diferentes.

BB

52



Ejemplo 37
Determina el nUmero de formas de integrar una cdinpisisortes de entre un grudiddgcutivos.



Ejempla38

Deentreungrupode 5 matematicog 7 fisicosse debeintegraunacomisioormadaor?2 matematicog3
fisicosDecuantasormasepodridnacetoanteriosi:

a)Setomaencuentalasl2personas,

b)UnfisiccenparticuldDEBEserincluid@nlacomision

c) 2 matematicanparticulalODEBENormapartedelcomité



LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Esta distribucion fue elaborada por Jacobo Bernoulli y es aplicable a un gran numero de problemas comc

0- Juegos de azar

0- Control de calidad de un producto
0- En educacion

0- En las finanzas.

La distribucion binomial posee las siguientes propiedades:

1.- El espacio muestral contienensayos idénticos

2.- Cada observacion se puede clasificar en una de dos categorias conocidasiwoBodracaso E'las
cuales son mutuamente excluyentes es deditE = 0.

3.- Las probabilidades de éxitoeyg de fracaso eg= 1¢ p.

4.- El resultado de cualquier observacionregpendientedel resultado de cualquier otra observacion.



Ejemplos:
A Lanzamiento de una moneda.
ARecepci-n de fil1l0 o fiod en un flujo de bits.

PROCEDIMIENTO: Realizar o repeéces el experimento y determinar la probabilidad con la que
el evento de interefocurrer veces.

La probabilidad de que el everifaocurra r veceen cualquier orden en ensayos independientgs
esta dada por la formula binomial:

P(r,n,p) = ()P o

donde:
p = Probabilidad de éxito.
g = Probabilidad de fracaso
r = NUmero de ocurrencias del everio
n = Numero de ensayos efectuados

MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL Y DE DISPERSION:
m=np
Var=npq



Ejemplo 40:

Una cancion popular laswechadel 90% de la poblacion. De un grupo de 12 alumnos, determina
a) n,pya.

b) El parametrg la probabilidad de que la haya#d dstellos

c) La probabilidad de que la hayamiwistaximo de 2 de ellos.



Ejemplo 41.:
Siselanza4veceswi2 Y SRl K2y Saidl = &
5SUSNXYAYLF f1 LINRPoOolFoAfARIFR

datos:

n =4 ensayos.

P=0.5, probabilidad de éxito en un ensayo.

g=1-p=0.>5

x=0,1,2,3,4

S = {lanzar 4 veces la moneda}

A = {numero de aguilas que caen}

a)r= 0, cero aguilas

b)r= 1, un aguila

c)r=3, tres aguilas

gYSNR NBadz Gl y
YSNR RS t Jdza f |



LA DISTRIBUCION DE POISSON

Se emplea para calcular las probabilidades asociadas a una variable aleatoria discreta respecto a un intervalo contit
de tiempo o espacio (m,arkg, litrosetc). Debe existindependencian la ocurrencia de eventos.

Algunode los problemasque presentandistribucionde Poissorson f(@)
A Autos que utilizan el 2do piso entre las 7 y 9am.. 0.3
A Numero de llamadas realizas en CU por hora en un dia cualquiera. °
A Numero de defectopor m? enunatela. 0.2 SR A =2
A Numero de defectos de un proceso de produccion en un lote. |
A Numerode negocioserradospor semana 0.1+ = =+ 1 o
A Personas que se forma en un cajero automatico entre 10y 1lam de undia| @ * : :
cualquiera. e e e e e e e S >

1 2 3 4 5 6 7 8

Sea un proceso de Poisson con parametro A , observado en un intervalo S de tiempo. K es el numero de eventos que se
analizan, siendo X la v. a. de Poisson. La funcion de distribucion es

p(XE¢K) =F(K;/9 a@l(x K}

Tal que
p(X = K) = [(As) e ]/K!

Sienddc[X]= Var[X]= ¢, Como se interpreta E[}2



Ejemp 42: El conmutador de una aseguradora a nivel nacional recibe en promedio 5 llamadas por hora,
reportando autos siniestrados.

¢,Cual es la probabilidad de que en una hora seleccionada aleatoriamente se reciba?

a)Ningundamada
b) Exactamen@dlamadas ¢ Como se interpreta E[¥{=2

c) No mas de 3 llamadas.

(/9 e

p(X =K) = <

p(X ¢ K) =F(K;/9 (/ S) U x K}
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DISTRIBUCION EXPONENCIAL
XDSELI <0 X

Una variable aleat@oatinuaX tienaina distribucion exponencial cor

par 8metro & > 0, cuando su f
Ae ™M six >0,
flz) = .
0 stz < 0.
Tal que
E(X) = 1/ ¢
Var ( X)) = 1/ ¢
IMPORTANTE:

Si una variable aleatoria sigue una distribucion de Poisson discreta,
el tiempo._entre ocurrencia de evetigrse unalistribucion exponencial

ens.i
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¢, Diferencia entre los valores esperados de las distribuciones Poisson y exponencial?

Ejemplo 43ElI nUmero de accesos a una pagina de red social sigue una distribucion de Poisson. A lo larg
del dia los usuarios se conectan un gran niumero de \Edssmpo promedio que los usuarios

permanecen conectados es 8aninutos Calcula la probabilidad de que un usuario cualquiera

permanezca conectado a la pagina por un tiempo de:

a) menos de un minuto.

b) mas de una hora (60 minutos).

Nota:Realiza los calculos en minutos

| =7



4= Variables aleatorias multiples

Un vector aleatorio de dimension dos es un vector de la forma (X, Y ) en donde cada coordenada es uneé
aleatoria. De manera semejante se pueden tener vectores aleatorios multidimensionales (X1, . .. ,Xn). |
aleatorio es discreto, o continuo, si las todas las variables aleatorias que lo conforman lo son.

P(XS:U,YSy):/:C /_y f(u,v) dvdu f(z,y)

a) f(r,y) >0
b) fo;fo;f(w,y)da:dy:l

Ejemp. )

flz,y) = { (b—a)(d—c)

0 otro caso,

sita<xz<b c<y<d,
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Funcion de densidad conjunta biva(angg

P(al O YY200OahB2)b#&sOel
volumen sombreado y es igual a

f (% W)

b2 a
[ ronmanan
b] aj
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Caso continuo: Caso discreto:

2 o0
fz,y) = afaym,y) f(x) = / @y dy f(z) =§ f(@,y)

En general:

f(a:l)—/o;/z f(x1,...,xp)dxy - dxy,

INDEPENDENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS.

Sean X . .. ,Xn variables aleatorias con distribucion copjunta $,(¥ con respectivas distribuciones
marginales EJx. . ., F(X

Se dice que estas variables son independientes si para togaexcumple:

..... A -8 = Ra(4) Fo09) -+ B(%)-

Puede definirse la independencia en términos de |la densidgiadie

fr, @ - 9 =100 T0) - - - T



Para calcular el valor esperado marginal:

0

a) Cuando se tiene la funcién de densidad margifal:) = f yifi(yr) dy,

-0

vif(y1, y2) dy, dy,

= f_ Vi [[_ f(yi, y2) d)@] dy,

Ejemp 50:SeaYly Y2que tienen una densidad conjunta dada por

2vi;, 0=y =1,0=y, =1
fyi, y2) = { . = 2

0, en cualquier otro punto.

b) Cuando se tiene la funcion de densidad conjug,@,l) _ foo [OO

DeterminaE[Y1]
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Seag(Y, Y, . .. .Y) unafuncionde las variables aleatoriag, Y,, . . . Y,, que tienenfuncionde
probabilidad conjuntgp(y;, ¥, - - . V). El valor esperadteg(Y, ¥, . . ., Y €S

Caso continuo

E[g(Yl,Yz,...,Yk)]=[_ f_ f_ gty O SOV V25 e ey Vi) Ay dy, ... dy,

Caso discreto

E[g(Y1, Yo, ..., YOI =D = > > g1y ¥asee s YOP(VL Y2 v s Vi)

today;, today, today

SeanY,y Y, variables aleatorigadependienteg searg(Y,) y h(¥) funciones de
Y, Y Y, respectivamente. Entonces

Elg(Y1)h(Y>)] = E[g(YD)IE[h(Y>)]
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Ejemp 51:Considera qu&'1l y Y2enen una densidad conjunta dada por

2y1, O0=y1=1,0=y=1
. FOny2) = { 0, en cualquier otro punto
DeterminakE[Y, Y,].

68



Covarianzde dosvariables aleatorias . Dependencia entre variables aleatorias?

¥, Y2
Cov(Yy, Y2) = E[(Y1 — pm1)(Y2 — )] ..° *
]
[ L
Cuanto mayor sea la covariamzgor sera la dependdmaal ., | o wy ° .
entreYly Y2. ,° * .
o Covarianza positiva indica que Y1 aumenta cuando Y2 aumenta; o ¢
o Covarianzaegativa indica gug disminuye cuando Y2 * | | |
aumenta. iy 71 M 71

oUn valor cero de covariamdi@a que las varialesstan
correlacionadas y que no hay dependencia lineay ¥2ire Y1

Covi.r) _ElX-wd(Y-up)l 1 i 1
JVar(X)Var(Y) OyOy

Coeficiente de correlacioPxy =

Si Y1y Y2 son variables aleatorias independientes, entonces Cov(Yy, Y3) =0

[Las variables aleatorias independientes no estan correlacionadas linealmente
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Dos v.a. X e Y son consideradas conjuntamente Gaussianas si su funcion de densidad conjunta e

—2pX +
1 5'¢ %x Oy Oy
f)(, Y(xay) = eXp -

2 2(1-p2
200y [1=pyy (1-pyy)

g (x— 1)
) = [ fy ey = —= exp[—x X

Las funciones marginales

también deben ser Gaussia o (y— ﬂy)z
fy0) = [ iy y)de = exp( j

La correlacion entre dos variables aleatorias es Ry y = E[XY] = ”xny’ y(x, y)dxdy
Cov(X,Y) = RX, Yy~ HxHy

Dos variables aleatorias con correlacion cero se dice que son ortogonales.
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La funcidon de densidad Gaussian de un vector de N v. a., , con un vector de media my
matriz de covarianza Cyy €s

1 Tl
F(x) = expl L (x — ) T Co(x — 2y)
JemNde(cyy N 2T Y AT AR
i o? o 0_
Tal que My = 1 and Cyy = I PO1O
H po,0, O3
0'12 0O ... 0
Cuando las variables )
4 - : _ |0 o5 ... 0
no estan correlacionadas: Cyy = 2




Cuando las variables no estan correlacionadas:

N — N2 N
1 | X, — My, 1 (x,,
3() = o) 43 (2] - [ e
J(Zﬂ)NG%J%...GJ% 2n:1 O I v Jor

En el caso Gaussiano: no correlacion <mmmm) independencia
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fy v(X, )

N\ =
W\

iy
ey

RONAX) \
I OXKKOEXXEATIIIINR
AR XKAX XX
Y

R

Funcidn conjunta Gussiana
mx=my=0, y s?=1



Teorema del limite central

Let X1, X, ... ,X.be a sequence of mutually independent and identically distributed random
variables each of which has a finite mean pxand variance o, Let

S, =X1 42 +---Xn

Los parametros d8, son: S,=E[S] mm

2 _
Ssn—h SZX
ConvertingSto a standard normal random variable 7 Sn — Sn _ Sp — NUY _ Sp — RUX
(zero mean and varianeel) we obtain: L o o 5 o UX\/E
f no

Then the central limit theorem state&tl@tig the CDF 4f, then

lim Fz (z)= lim P[Z, <Z] e 12y = o(z)

H—> 00 H—> 00 F f
This means thaﬂﬁl Z, =N(0;1)

The central limit theorem states that farthergestribution®fis approximatelgrma, regardles®f the
form of the distribution oKthe




5. Procesos estocasticos

Templates
Speaker 1 Speaker 2 Speaker 3 Speaker 4
(male) (male) (female) (child)
Vocabulary
Hello ‘*—
Yes %—
Bye *

Variations in speech templates for different speakers



The concept of a random process allows us to study systems involving signals which are not entire
predictable. These random signals play fundamental roles in the fields of communications, signal
and control systems, and manyeoitiaeeringysciplines

Examples of random processes include the population growth, the failure of a piece of equipment,
price of a network technology over time, and the number of cellular phone calls that arrive at a radi
station.

The concept of random processes enlarges the random variable concept to include time. Thus, ins
thinking of a random variabiat maps an evenit S, wher&is thesample spagdo some numbés),
we think of how the random variable maps the event to differentifierdersmes

This impligsat instead of the numbds) we deal witiX(t, s), wheréN TandTis usually a set of times.

Definition: A random process is a function of the elements of a sample space, S, as well as
another independent variable, .t . Given an experiment, E, with sample space, S, the random
process, X(t), maps each possible outcome, z1 S, to a function of t, x(t, 2) as specified by some
rule.



If we fix, we have a functiXip) that depends onlysaand thus is a random variable. Thus, a random
process becomes a random variable when time is fixed at some particular value. Witwamany values o
obtain a collection of random variables. Thus, we can define a random process as a family of random
variables{t, s) [tV T,sN S} defined over a given probability space and indexed by the tinte parameter

Consider a communication system example. Assume we have a set of possible messages that can b
transmitted over a channel. The set of possible messages then constitutes our sample space. For ea
messag®&lgenerated by our source, we transmit an associatedXfiayadganthe channel. The

channel is not perfect; it selectively adds a noise Mawtorthe original waveform so that what is

seen at the receiver is a randomigfgrathat is the sum of the transmitted waveform and the noise
waveform. That is,

R(t, s) =X(t, s)H\(t, S)



R(t, s) =X(t, s)H\(t, S)

Because the noise
waveform is
probabilistically selecte
by the channel, differen
noise waveforms can be
associated not only witt
the same transmitted
waveform

but also with different
transmitted waveforms.
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